[=]

[=]

[=]
=

RISORSE DIDATTICHE.

=

[ ResearchGate Project] By ... 0000-0001-5086-7401 & Inkd.in/erZ48tm

aORIENTAMENTIQ
\ \ v

y>

\



https://www.researchgate.net/publication/352707033
https://lnkd.in/erZ48tm
https://www.researchgate.net/publication/346931099




Pag. 1/4 Sessione ordinaria 2019
/ Seconda prova scritta

L%MW@M%W@, doll! Vniversites e dollee Ricerca
ESAME DI STATO DI ISTRUZIONE SECONDARIA SUPERIORE
Indirizzi: L102, EA02 — SCIENTIFICO
LI0O3 - SCIENTIFICO - OPZIONE SCIENZE APPLICATE

LI15 - SCIENTIFICO - SEZIONE AD INDIRIZZO SPORTIVO
(Testo valevole anche per le corrispondenti sperimentazioni internazionali e quadriennali)

Tema di: MATEMATICA e FISICA

I candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 4 quesiti.

PROBLEMA 1
Si considerino le seguenti funzioni:

f(x)=ax?—x+b g(x) = (ax + b) 2",

= Provare che, comunque siano scelti i valori di a e b in R con a # 0, la funzione g ammette un massimo e
un minimo assoluti. Determinare i valori di a e b in corrispondenza dei quali i grafici delle due funzioni
f e g si intersecano nel punto A(2, 1).

= Siassuma, d’ora in avanti, di avere a =1 e b = —1. Studiare le due funzioni cosi ottenute, verificando
che il grafico di g ammette un centro di simmetria e che i grafici di f e g sono tangenti nel punto B(0, —1).
Determinare inoltre I’area della regione piana S delimitata dai grafici delle funzioni f e g.

= Si supponga che nel riferimento Oxy le lunghezze siano »
espresse in metri (m). Si considerino tre fili conduttori rettilinei
disposti perpendicolarmente al piano Oxy e passanti
rispettivamente per i punti: P,

A 0) Pa2t) o PG

I tre fili sono percorsi da correnti continue di intensita
i, =2,0A4A, i, e iz. Il versodi i, é indicato in figura mentre i

corrente entrante nella pagina

gli altri due versi non sono indicati.

Stabilire come varia la circuitazione del campo magnetico, Pa
generato dalle correnti iy, i, e iz, lungo il contorno di S, a
seconda dell’intensita e del verso di i, e is.

= Si supponga, in assenza dei tre fili, che il contorno della regione S rappresenti il profilo di una spira
conduttrice di resistenza R = 0,20 Q. La spira ¢ posta all’interno di un campo magnetico uniforme di
intensita B = 1,5- 1072 T perpendicolare alla regione S. Facendo ruotare la spira intorno all’asse x con
velocita angolare w costante, in essa si genera una corrente indotta la cui intensita massima e pari a 5,0 mA.
Determinare il valore di w.
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PROBLEMA 2

Un condensatore piano e formato da due armature circolari di raggio R, poste a distanza d, dove R e d sono
espresse in metri (m). Viene applicata alle armature una differenza di potenziale variabile nel tempo e
inizialmente nulla.

+ assedi
+ Simmetria

All’interno del condensatore si rileva la presenza di un campo magnetico B. Trascurando gli effetti di bordo, a
distanza r dall’asse di simmetria del condensatore, I’intensita di B, espressa in tesla (T), varia secondo la legge:

- kt
|B| = —r conr < R

V(& +a?)? \
dove a e k sono costanti positive e t ¢ il tempo trascorso dall’istante iniziale, espresso in secondi (s).

= Dopo aver determinato le unita di misura di a e k, spiegare perché nel condensatore & presente un campo
magnetico anche in assenza di magneti e correnti di conduzione. Qual ¢ la relazione tra le direzioni di B e
del campo elettrico E nei punti interni al condensatore?

= Si consideri, tra le armature, un piano perpendicolare all’asse di simmetria. Su tale piano, sia C la
circonferenza avente centro sull’asse e raggio r. Determinare la circuitazione di B lungo C e da essa ricavare
che il flusso di E, attraverso la superficie circolare delimitata da C, e dato da

3 2k7tr2( -1 N 1)
Vt24a? a

®(E) =
() Ho€o

Calcolare la d.d.p. tra le armature del condensatore.
A quale valore tende |§| al trascorrere del tempo? Giustificare la risposta dal punto di vista fisico.

t . .
5 - Verificare che la funzione

= Per a > 0, si consideri la funzione f:R — R definitada f(t) = —
g e la primitiva di f il cui grafico passa per l’origine. Studiare la funzione F,

1

FOO=Tma

individuandone eventuali simmetrie, asintoti, estremi. Provare che F presenta due flessi nei punti di ascisse
t=+ ‘/Z—Ea e determinare le pendenze delle rette tangenti al grafico di F in tali punti.

= Con le opportune motivazioni, dedurre il grafico di f da quello di F, specificando cosa rappresentano le

ascisse dei punti di flesso di F per la funzione f. Calcolare 1’arca della regione compresa tra il grafico di f,

I’asse delle ascisse e le rette parallele all’asse delle ordinate passanti per gli estremi della funzione. Fissato

b > 0, calcolare il valore di f_bbf(t) dt.
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QUESITI

1. Una data funzione & esprimibile nella forma f(x) = :2(2 , dove d € R e p(x) e un polinomio. Il grafico

di f interseca I’asse x nei punti di ascisse 0 e 12/5 ed ha come asintoti le rette di equazione x = 3,
x = —3 e y = 5. Determinare i punti di massimo e di minimo relativi della funzione f.

2. E assegnata la funzione

1010
gx) = z x? = x + a3 x5+ x7 + - 4 2017 4 2019

n=1
Provare che esiste un solo x, € R tale che g(x,) = 0. Determinare inoltre il valore di
lim I3
m

x—>+o0 1,1%

3. Tra tutti i parallelepipedi rettangoli a base quadrata, con superficie totale di area S, determinare quello per
cui la somma delle lunghezze degli spigoli € minima.

4. Datiipunti A(2,0,—1) e B(—2,2,1), provare che il luogo geometrico dei punti P dello spazio, tali che
PA =2 PB, & costituito da una superficie sferica S e scrivere la sua equazione cartesiana. Verificare che
il punto T(—10, 8, 7) appartiene a S e determinare I’equazione del piano tangente in T a S.

5. Si lanciano 4 dadi con facce numerate da 1 a 6.
= Qual é la probabilita che la somma dei 4 numeri usciti non superi 5?
= Qual e la probabilita che il prodotto dei 4 numeri usciti sia multiplo di 3?
= Qual é la probabilita che il massimo numero uscito sia 4?

6. Una spira di rame, di resistenza R =4,0mQ, 5.1
racchiude un’area di 30 cm? ed & immersa in un '
campo magnetico uniforme, le cui linee di forza sono
perpendicolari alla superficie della spira. La
componente del campo magnetico perpendicolare alla 010
superficie varia nel tempo come indicato in figura.
Spiegare la relazione esistente tra la variazione del
campo che induce la corrente e il verso della corrente 0 FeEw wwe ~wwrn YEwy JERE EwRs awn - mEy
indotta. Calcolare la corrente media che passa nella t[ms]
spira durante i seguenti intervalli di tempo:

0,20

a) da0,0ms a 3,0 ms;
b) da 3,0 ms a5,0 ms;
¢c) da50msa 10 ms.

0,20
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7. In laboratorio si sta osservando il moto di una particella che si muove nel verso positivo dell’asse x di un
sistema di riferimento ad esso solidale. All’istante iniziale, la particella si trova nell’origine e in un
intervallo di tempo di 2,0 ns percorre una distanza di 25 cm. Una navicella passa con velocita v = 0,80 ¢
lungo la direzione x del laboratorio, nel verso positivo, e da essa si osserva il moto della stessa particella.
Determinare le velocita medie della particella nei due sistemi di riferimento. Quale intervallo di tempo e
quale distanza misurerebbe un osservatore posto sulla navicella?

8. Un protone penetra in una regione di spazio in cui e presente un campo magnetico uniforme di modulo
|B| = 1,00 mT. Esso inizia a muoversi descrivendo una traiettoria ad elica cilindrica, con passo costante
Ax = 38,1 cm, ottenuta dalla composizione di un moto circolare uniforme di raggio » = 10,5 cm e di un
moto rettilineo uniforme. Determinare il modulo del vettore velocita e ’angolo che esso forma con B.

COSTANTI FISICHE
carica elementare e 1,602 -1071°C
massa del protone Mp 1,673 -107%7 kg
velocita della luce C 2,998 - 108 m/s

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito I'uso di calcolatrici scientifiche e/o grafiche purché non siano dotate di capacita di calcolo simbolico
(O.M. n. 205 Art. 17 comma 9).

E consentito I’uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di madrelingua non italiana.

Non ¢ consentito lasciare 1’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Indirizzi: LI02, EA02 — SCIENTIFICO
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LI15 - SCIENTIFICO - SEZIONE AD INDIRIZZO SPORTIVO

(Testo valevole anche per la corrispondenti sperimentazioni quadriennali)

Tema di: MATEMATICA

I candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Devi programmare il funzionamento di una macchina che viene adoperata  nella produzione
industriale di mattonelle per pavimenti. Le mattonelle sono di forma quadrata di lato 1 (in
un’opportuna unita di misura) e le fasi di lavoro sono le seguenti:

e si sceglie una funzioney= f(x) definita e continua nell’intervallo [0,1], che soddisfi le

condizioni:
a) f(0)=1L
b) f@)=0;

C) O0< f(x)<1per O<x<l.

e La macchina traccia il grafico I della funzione y= f(x)e i grafici simmetrici di [ rispetto
all’asse y, all’asse x e all’origine O, ottenendo in questo modo una curva chiusa A , passante per
i punti (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1), simmetrica rispetto agli assi cartesiani e all’origine, contenuta
nel quadrato Q di vertici (1,1), (-1,1), (-1,-1), (1,-1).

e La macchina costruisce la mattonella colorando di grigio ’interno della curva chiusa A e

lasciando bianca la parte restante del quadrato Q; vengono quindi mostrate sul display alcune
mattonelle affiancate, per dare un’idea dell’aspetto del pavimento.

Il manuale d’uso riporta un esempio del processo realizzativo di una mattonella semplice:

Graficol” Curva A Mattonella

Figura |
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La pavimentazione risultante ¢ riportata di seguito:
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Figura 2

1. Con riferimento all’esempio, determina 1’espressione della funzioney = f(x) e 1’equazione
della curva A, cosi da poter effettuare una prova e verificare il funzionamento della macchina.

Ti viene richiesto di costruire una mattonella con un disegno piu elaborato che, oltre a rispettare le
condizioni a), b) e c¢) descritte in precedenza, abbia f'(0)=0 e I’area della parte colorata pari al 55%

dell’area dell’intera mattonella. A tale scopo, prendi-in considerazione funzioni polinomiali di
secondo grado e di terzo grado.

2. Dopo aver verificato che non ¢ possibile realizzare quanto richiesto adoperando una funzione
polinomiale di secondo grado, determina i1 coefficientia,b,c,d € R della funzione f (x)

polinomiale di terzo grado che soddisfa le condizioni poste. Rappresenta infine in un piano
cartesiano la mattonella risultante.

Vengono proposti a un cliente due tipi diversi di disegno, derivanti rispettivamente dalle funzioni
a,(x)=1-x" ¢ by (x) =(1-X)", considerate per x [0,1], con n intero positivo.

3. Verifica che al variare di n tutte queste funzioni rispettano le condizioni a), b) e c).
Dette A(n) e B(n) le aree delle parti colorate delle mattonelle ottenute a partire da tali funzioni

a e bn ,calcola im A(n)e lim B(n) ed interpreta i risultati in termini geometrici.
n—-+oo n—-+o0

Il cliente decide di ordinare 5.000 mattonelle con il disegno derivato da @2 (X) e 5.000 con quello

derivato da b2 (X) . La verniciatura viene effettuata da un braccio meccanico che, dopo aver depositato
il colore, torna alla posizione iniziale sorvolando la mattonella lungo la diagonale. A causa di un
malfunzionamento, durante la produzione delle 10.000 mattonelle si verifica con una probabilita del
20% che il braccio meccanico lasci cadere una goccia di colore in un punto a caso lungo la diagonale,
macchiando cosi la mattonella appena prodotta.

4. Fornisci una stima motivata del numero di mattonelle che, avendo una macchia nella parte non
colorata, risulteranno danneggiate al termine del ciclo di produzione.
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PROBLEMA 2

Consideriamo la funzione fy 1R — Rcosi definita:

fi(X) = —x3 +kx+9

conkeZ.

1.

Detto I il grafico della funzione, verifica che per qualsiasi valore del parametro k la retta Iy,
tangente a I', nel punto di ascissa O e laretta S, , tangente a I, nel punto di ascissa 1, si incontrano

in un punto M di ascissa % .

Dopo aver verificato che k =1 ¢ il massimo intero positivo per cui I’ordinata del punto M &
minore di 10, studia I’andamento della funzione f,(x), determinandone i punti stazionari e di
flesso e tracciandone il grafico.

Detto T il triangolo delimitato dalle rette r,, s, e dall’asse delle ascisse, determina la probabilita
che, preso a caso un punto P(Xp , yp) all’interno di T, questo si trovi al di sopra di Fl (cioe che si

abbia Yp > f1(X) per tale punto P).

Nella figura € evidenziato un punto N €T} e un tratto del grafico I7. Larettanormale a Ijin N
(vale a dire la perpendicolare alla retta tangente a Flin quel punto) passa per I’origine degli assi

O. Il grafico F1 possiede tre punti con questa proprieta. Dimostra, piu in generale, che il grafico

di un qualsiasi polinomio di grado n >0 non puo possedere pit di 2n-1 punti nei quali la retta
normale al grafico passa per 1’origine.
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QUESTIONARIO

1.

Dimostrare che il volume di un cilindro inscritto in un cono & minore della meta del volume del
cono.

Si dispone di due dadi uguali non bilanciati a forma di tetraedro regolare con le facce numerate da
1 a 4. Lanciando ciascuno dei due dadi, la probabilita che esca 1 ¢ il doppio della probabilita che
esca 2, che a sua volta e il doppio della probabilita che esca 3, che a sua volta é il doppio della
probabilita che esca 4. Se si lanciano i due dadi contemporaneamente, qual é la probabilita che
escano due numeri uguali tra loro?

Determinare i valori di k tali che la retta di equazione y = —4x+ k sia tangente alla curva di

equazione y=x> —4x% +5.
sen x

3x-e

Considerata la funzione f(X)=—————, determinare, se esistono, i valori di
5+e " —CoSX

lim f(x), lim f(x), giustificando adeguatamente le risposte fornite:

X—>+00 X—>—00

Con una staccionata lunga 2 metri si vuole recintare una superficie avente la forma di un rettangolo
sormontato da una semicirconferenza, come in figura:

Determinare le dimensioni dei lati-del rettangolo che consentono di recintare la superficie di area
massima.

X=t
Determinare 1’equazione della superficie sferica S, con centro sulla retta r. {y=t teR

z=t
tangente al piano z :3x—y—2z+14 =0 nel punto T(-4,0,1).

Determinare a in modo che

a+1 2
j 3x2 +3) dx
a

sia uguale a 10.
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8. In un gioco a due giocatori, ogni partita vinta frutta 1 punto e vince chi per primo raggiunge
10 punti. Due giocatori che in ciascuna partita hanno la stessa probabilita di vincere si sfidano.
Qual ¢ la probabilita che uno dei due giocatori vinca in un numero di partite minore o uguale a 12?

9. Sono dati, nello spazio tridimensionale, i punti A(3,1,0), B(3,—1,2), C(1,1,2) . Dopo aver verificato

che ABC é un triangolo equilatero e che é contenuto nel piano « di equazione x+y+z—-4=0,
stabilire quali sono i punti P tali che ABCP sia un tetraedro regolare.

10. Determinare quali sono i valori del parametro k e Rper cui la funzione y(x):2ekx+2é

soluzione dell’equazione differenziale y''—2y'-3y =0.

Durata massima della prova: 6 ore.
E consentito ’uso di calcolatrici scientifiche e/o grafiche purché non siano dotate di capacita di calcolo simbolico

(O.M. n. 350 Art. 18 comma 8).
E consentito I’uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di madrelingua non italiana.

Non ¢ consentito lasciare 1’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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(Testo valevole anche per la corrispondente sperimentazione quadriennale)

Tema di: MATEMATICA

Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Si puo pedalare agevolmente su una bicicletta a ruote quadrate? A New York, al MoMath-Museum of
Mathematics si puo fare, in uno dei padiglioni dedicati al divertimento matematico (figura 1). E pero
necessario che il profilo della pedana su cui il lato della ruota puo scorrere soddisfiralcuni requisiti.

In figura 2 € riportata una rappresentazione della situazione nel piano cartesiano Oxy: il quadrato di lato
DE = 2 (in opportune unita di misura) e di centro C rappresenta la ruota-della bicicletta, il grafico della
funzione f(x) rappresenta il profilo della pedana.

Figura 1 Figura 2

1) Sulla base delle informazioni ricavabili dal grafico in figura 2, mostra, con le opportune

argomentazioni, che la funzione:
—-X

f(x)=\/§—ex% x€ER

rappresenta adeguatamente il profilo della pedana per x € [—a ; a]; determina inoltre il valore degli
estremi a e - a dell’intervallo.
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Per visualizzare il profilo completo della pedana sulla quale la bicicletta potra muoversi, si affiancano varie
copie del grafico della funzione f (x) relativo all’intervallo [—a ; a], come mostrato in figura 3.

3

LN N TN NN,

-4 -3 -2 -1 0 l 2 3 4

Figura 3 X

2) Perché la bicicletta possa procedere agevolmente sulla pedana € necessario che:
e asinistra e a destra dei punti di non derivabilita i tratti del grafico.siano ortogonali;
e lalunghezza del lato della ruota quadrata risulti pari alla lunghezza di'una “gobba”, cio¢ dell’arco
di curva di equazione y = f(x) per x € [—a; a].

Stabilisci se tali condizioni sono verificate.!

3) Considerando la similitudine dei triangoli rettangoli ACL e ALM in figura 4, e ricordando il significato
geometrico della derivata, verifica che il valore dell’ordinata d del centro della ruota si mantiene
costante durante il moto. Pertanto, al ciclista sembra di muoversi su una superficie piana.

A
3
\ Clx, d) o \
\ : -
\ f
\\\ A‘%Nx)
il -
- =
2 | 0 1
Figura 4

In generale, la lunghezza dell’arco di curva avente equazione y = @(x) compreso tra le ascisse x; e x, & data da
[T+ (@' (0)? dx
X1 ¢ ’
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Anche il grafico della funzione:

2 e*+e* In(3) In(3)
f@ =g verxe|-5

se replicato varie volte, puo rappresentare il profilo di una pedana adatta a essere percorsa da una bicicletta
con ruote molto particolari, aventi la forma di un poligono regolare.

4) Individua tale poligono regolare, motivando la risposta.
PROBLEMA 2

Consideriamo la funzione f: R — R, periodica di periodo T = 4 il cui grafico, nell'intervallo [0; 4], & il
seguente:

| ¢A B

Figural

Come si evince dalla figura 1, i tratti OB, BD, DE del grafico sono segmenti i cui estremi hanno coordinate:
0(0,0), B(1,1), D(3,—1), E(4,0).

1) Stabilisci in quali punti del’suo insieme di definizione la funzione f & continua e in quali € derivabile

. . Ce e . f(x . . .
e verifica ’esistenza dei limiti: lim f(x) e Im Q; qualora esistano, determinane il valore.

X—>+00 X—>+0 X

Rappresenta‘inoltre, per x € [0; 4], i grafici delle funzioni:

gx) = f'(x)
h(x) = | f(t)dt.
|

2) Considera la funzione:
s(x) = sen(bx)

con b costante reale positiva; determina b in modo che s(x) abbia lo stesso periodo di f(x).
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Dimostra che la porzione quadrata di piano OABC in figura 1 viene suddivisa dai grafici di f(x) e

s(x) in 3 parti distinte e determina le probabilita che un punto preso a caso all’interno del quadrato

OABC ricada in ciascuna delle 3 parti individuate.

Considerando ora le funzioni:
f? e s(x)?
discuti, anche con argomentazioni qualitative, le variazioni (in aumento o in diminuzione) dei 3.valori

di probabilita determinati al punto precedente.

Determina infine il volume del solido generato dalla rotazione attorno all’asse<y della porzione di piano

compresa tra il grafico della funzione h per x € [0; 3] e I'asse delle x.

QUESTIONARIO

1.

Definito il numero E come:

1
E =J xe*dx,
0

dimostrare che risulta:

1
J x’e*dx = e — 2F,
0

1
J x3e*dx
0

Una torta di forma cilindrica é collocata sotto una cupola di plastica di forma semisferica. Dimostrare
che la torta occupa meno dei 3/5 del volume della semisfera.

ed esprimere

interminidieed E.

Sapendo che:

 Vax+2b—-6
lim—=1
x—0 X

determinare'i valoridi a e b.

Persorteggiare numeri reali nell’intervallo [0, 2] viene realizzato un generatore di numeri casuali che
fornisce numeri distribuiti, in tale intervallo, con densita di probabilita data dalla funzione:

3 3
x) ==x%—-x3
o) =2x2 =7
Quale sara il valore medio dei numeri generati?
Qual e la probabilita che il primo numero estratto sia 4/3?

Qual e la probabilita che il secondo numero estratto sia minore di 1?
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Dati i punti A(—2,3,1), B(3,0,—1), C(2,2,—3), determinare I’equazione della retta r passante per
A e per B e I'equazione del piano m perpendicolare ad r e passante per C.

Determinare il numero reale a in modo che il valore di
- sen(x) —x
llm _—

x—0 xa

sia un numero reale non nullo.

Determinare le coordinate dei centri delle sfere di raggio V6 tangenti al piano 7 di equazione:
x+2y—z+1=0

nel suo punto P di coordinate (1,0, 2).

Un dado ha la forma di un dodecaedro regolare con le facce numerate da 1 a12. Il dado é truccato in
modo che la faccia contrassegnata dal numero 3 si presenti con una probabilita p doppia rispetto a
ciascun’altra faccia. Determinare il valore di p in percentuale e calcolare la probabilita che in 5 lanci
del dado la faccia numero 3 esca almeno 2 volte.

Dimostrare che I'equazione:
arctg(x) + x3 ¥e* =0

ha una e una sola soluzione reale.

Data la funzione:

f(x) =4 —x?|

verificare che essa non soddisfa tutte le ipotesi del teorema di Rolle nell'intervallo [—3; 3] e che
comunque esiste almeno un-punto dell'intervallo [—3; 3] in cui la derivata prima di f(x) si annulla.
Questo esempio contraddice 1l teorema di Rolle? Motivare la risposta in maniera esauriente.

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito 1’uso di calcolatrici scientifiche e/o grafiche purché non siano dotate di capacita di calcolo simbolico (O.M. n. 257
Art. 18 comma 8).

E consentito I’uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di madrelingua non italiana.
Non ¢ consentito lasciare I’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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M557 — ESAME DI STATO DI ISTRUZIONE SECONDARIA SUPERIORE

Indirizzi: LI02, EA02 — SCIENTIFICO

LI103, EAO9 - SCIENTIFICO - OPZIONE SCIENZE APPLICATE

(Testo valevole anche per la corrispondente sperimentazione quadriennale)

Tema di: MATEMATICA

I candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

L’amministratore di un piccolo condominio deve installare un nuovo serbatoio per il gasolio da
riscaldamento. Non essendo soddisfatto dei modelli esistenti in commercio, ti incarica di

progettarne uno che risponda alle esigenze del condominio.

A

Figura 1 Figura 2

Allo scopo di darti le necessarie informazioni, I’amministratore ti fornisce il disegno in figura 1,

aggiungendo le seguenti indicazioni:
e lalunghezza L del serbatoio deve essere pari a otto metri;
e lalarghezza [ del serbatoio deve essere pari a due metri;

e [’altezza h del serbatoio deve essere pari a un metro;

e il profilo laterale (figura 2) deve avere un punto angoloso alla sommita, per evitare 1’accumulo

di ghiaccio durante i mesi invernali, con un angolo 9 > 10°;

e la capacita del serbatoio deve essere pari ad almeno 13 m?, in modo da garantire al condominio
il riscaldamento per tutto 1’inverno effettuando solo due rifornimenti di gasolio;

e al centro della parete laterale del serbatoio, lungo 1’asse di simmetria (segmento AB in figura 2)
deve essere installato un indicatore graduato che riporti la percentuale di riempimento V del
volume del serbatoio in corrispondenza del livello z raggiunto in altezza dal gasolio.
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1. Considerando come origine degli assi cartesiani il punto A in figura 2, individua tra le seguenti
famiglie di funzioni quella che meglio puo descrivere il profilo laterale del serbatoio per
x € [—1, 1], k intero positivo, motivando opportunamente la tua scelta:

FG) = (1— |aF

f(x) = —6|x|® + 9kx? — 4|x| + 1

Tk
f(x) = cos (Ex )
2. Determina il valore di k che consente di soddisfare i requisiti richiesti relativamente all’angolo 9
e al volume del serbatoio.

3. Al fine di realizzare I’indicatore graduato, determina 1’espressione della funzione V(z) che
associa al livello z del gasolio (in metri) la percentuale di riempimento V del volume da riportare
sull’indicatore stesso.

Quando consegni il tuo progetto, I’amministratore obietta che essendo il serbatoio alto un metro, il
valore z del livello di gasolio, espresso in centimetri, deve corrispondere alla percentuale di
riempimento: ciog, ad esempio, se il gasolio raggiunge un livello z pari a 50 cm vuol dire che il
serbatoio e pieno al 50%; invece il tuo indicatore riporta, in corrispondenza del livello 50 cm, una
percentuale di riempimento 59,7%.

4. Tllustra gli argomenti che puoi usare per spiegare all’amministratore che il suo ragionamento ¢
sbagliato; mostra anche qual &, in termini assoluti, il massimo errore che si commette usando il
livello z come indicatore della percentuale di riempimento, come da lui suggerito, e qual é il
valore di z in corrispondenza del quale esso si verifica.

PROBLEMA 2

Nella figura 1 é rappresentato il grafico I' della funzione continua f: [0, +o0) — R, derivabile in
10, +00), e sono indicate le coordinate di alcuni suoi punti.

(10, 4)

C(3,2) /
D(5,0) y{/a% 0)

Figura 1

E noto che T ¢ tangente all’asse y in A, che B ed E sono un punto di massimo e uno di minimo, che
C € un punto di flesso con tangente di equazione 2x + y — 8 = 0.
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Nel punto D la retta tangente ha equazione x + 2y —5 = 0 e per x > 8 il grafico consiste in una
semiretta passante per il punto G. Si sa inoltre che ’area della regione delimitata dall’arco ABCD,
dall’asse x e dall’asse y vale 11, mentre 1’area della regione delimitata dall’arco DEF e dall’asse x
vale 1.

1. In base alle informazioni disponibili, rappresenta indicativamente i grafici delle funzioni
y=f'()
X
F(x) =f fdt
0

Quali sono i valori di f'(3) e f'(5)? Motiva la tua risposta.
2. Rappresenta, indicativamente, i grafici delle seguenti funzioni:

y = f (@)l
y = 1fe)l

_ 1
YT

specificando I’insieme di definizione di ciascuna di esse.

3. Determina i valori medi di y = f(x) e di y = |f(x)| nell’intervallo [0,8], il valore medio di
y = f'(x) nell’intervallo [1,7] e il valore medio di y = F(x) nell’intervallo [9,10].

4. Scrivi le equazioni delle rette tangenti al grafico della funzione F(x) nei suoi punti di ascisse 0
e 8, motivando le risposte.

QUESTIONARIO
1. E noto che

400
J e dx =1

Stabilire se il numero reale u, tale che

u 2
f e X dx =1

€ positivo oppure negativo. Determinare inoltre i valori dei seguenti integrali, motivando le
risposte:

u 2 u 2 +oo 2
A =] x7e * dx B =f e *"dx C =J e X dx
-u -u -0

2. Data una parabola di equazione
y=1—ax? cona>0

si vogliono inscrivere dei rettangoli, con un lato sull’asse X, nel segmento parabolico delimitato
dall’asse x. Determinare a in modo tale che il rettangolo di area massima sia anche il rettangolo
di perimetro massimo.
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4. Un test e costituito da 10 domande a risposta multipla, con 4 possibili risposte di cui solo una e
esatta. Per superare il test occorre rispondere esattamente almeno a 8 domande. Qual ¢ la
probabilita di superare il test rispondendo a caso alle domande?

3. Un recipiente sferico con raggio interno r € riempito con un liquido fino
all’altezza h. Utilizzando il calcolo integrale, dimostrare che il volume del liquido

edatoda: V =m- (rh? — h—S).
3

5. Una sfera, il cui centro e il punto K(—2,—1,2), e tangente al piano I avente equazione
2x — 2y +z — 9 = 0. Qual ¢ il punto di tangenza? Qual é il raggio della sfera?

6. Sistabilisca se la seguente affermazione ¢ vera o falsa, giustificando la risposta:
“Esiste un polinomio P(x) tale che: |P(x) — cos(x)| <1073, Vx €R".

7. Una pedina é collocata nella casella in basso a sinistra di una scacchiera, come in
figura. Ad ogni mossa, la pedina puo essere spostata o nella casella alla sua destra
o nella casella sopra di essa. Scelto casualmente un percorso di 14 mosse che porti
la pedina nella casella d'angolo opposta A, qual é la probabilita che essa passi per
la casella indicata con B?

8. Data la funzione f(x) definita in R, f(x) = e*(2x + x?2), individuare la primitiva di f(x) il
cui grafico passa per il punto (1, 2e).

9. Date le rette:

x_=2tt {x+y+z—3=0
yz_—t 2x—y =0

e il punto P(1,0,—2) determinare 1’equazione del piano passante per P e parallelo alle due
rette.

10. Sia f la funzione cosi definita nell’intervallo |1, +o0):

2

G0 =f: g

Int

Scrivere I’equazione della retta tangente al grafico di f nel suo punto di ascissa v/e.

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito I’uso della calcolatrice non programmabile.

E consentito I’uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di madrelingua non italiana.
Non ¢ consentito lasciare I’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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M557 — ESAME DI STATO DI ISTRUZIONE SECONDARIA SUPERIORE

Indirizzi: LI02, EA02 — SCIENTIFICO
L103, EAO9 - SCIENTIFICO - OPZIONE SCIENZE APPLICATE

(Testo valevole anche per la corrispondente sperimentazione quadriennale)
Tema di: MATEMATICA

Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1
Il piano tariffario proposto da un operatore telefonico prevede, per le telefonate all’estero, un canone fisso

di 10 euro al mese, pitu 10 centesimi per ogni minuto di conversazione. Indicando con x i minuti di
conversazione effettuati in un mese, con f(x) la spesa totale nel mese e con g(x) il costo medio al

minuto:
individua D’espressione analitica delle funzioni f(x) e g(x) e rappresentale graficamente;
verifica che la funzione g(x) non ha massimi né minimi relativi e dai la tua interpretazione

1.
dell’andamento delle due funzioni alla luce della situazione concreta che esse rappresentano.
2. Detto x, il numero di minuti di conversazione gia effettuati nel mese corrente, determina x, tale che:
9(xo)

X =
g(x1) >
Traccia il grafico della funzione che esprime x; in funzione di x, e discuti il suo andamento. Che

significato ha il suo asintoto verticale?
Sul suo sito web 1’operatore telefonico ha pubblicato una mappa che rappresenta la copertura del segnale

telefonico nella zona di tuo interesse:
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Figura 1
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La zona é delimitata dalla curva passante per i punti A, B e C, dagli assi x e y, e dalla retta di equazione
x = 6; la porzione etichettata con la “Z”, rappresenta un’area non coperta dal segnale telefonico
dell’operatore in questione.

3. Rappresenta il margine superiore della zona con una funzione polinomiale di secondo grado,
verificando che il suo grafico passi per i tre punti A, B e C. Sul sito web dell’operatore compare la
seguente affermazione: “nella zona rappresentata nella mappa risulta coperto dal segnale il 96% del
territorio”; verifica se effettivamente € cosi.

L’operatore di telefonia modifica il piano tariffario, inserendo un sovrapprezzo di 10 centesimi per ogni
minuto di conversazione successivo ai primi 500 minuti.

4. Determina come cambiano, di conseguenza, le caratteristiche delle funzioni f(x) e g(x), riguardo
agli asintoti, alla monotonia, continuita e derivabilita, individua eventuali massimi e minimi assoluti
della funzione g(x) e della sua derivata e spiegane il significato nella situazione concreta.

PROBLEMA 2

La funzione derivabile y = f(x) ha, per x € [-3,3], il grafico I', disegnato in figura 2. I" presenta
tangenti orizzontali per x = —1, x = 1, x = 2. Le aree delle regioni A, B, C e D sono rispettivamente 2,
3,3 e 1. Sia g(x) una primitiva di f(x) tale che g(3) = —5.

N

; : i 1 S i
A c N, D

Figura 2

1. Nel caso f(x) fosse esprimibile con un polinomio, quale potrebbe essere il suo grado minimo?
Illustra il ragionamento seguito.

2. Individua i valori di x € [—3, 3], per cui g(x) ha un massimo relativo e determina i valori di x per i
quali g(x) volge la concavita verso 1’alto.

14+g(x)

3. Calcola g(0) e, se esiste, il lim
x—0 2x

1
4. Siah(x) = 3 f(2x + 1), determina il valore di JAh(X)dX.
%
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QUESTIONARIO

1.

10.

Determinare 1’espressione analitica della funzione y = f(x) sapendo che la retta y = —2x +5 €
tangente al grafico di f nel secondo quadrante e che f’(x) = —2x2 + 6.

Dimostrare che il volume del tronco di cono € espresso dalla formula:
V=%n-h-(R2+r2+R-r),
dove R ed r sono i raggi e h I’altezza.

Lanciando una moneta sei volte qual ¢ la probabilita che si ottenga testa “al piu” due volte? Qual ¢ la
probabilita che si ottenga testa “almeno” due volte?

Di quale delle seguenti equazioni differenziali la funzione y = @ e soluzione?
yl
12 + 2 A
y " y
y+x-y'=1
! 1 +
xy X y

2 12 ! 2
Xy t+xry +—=y
X
Determinare un’espressione analitica della retta perpendicolare nell’origine al piano di equazione
X+y-z=0.
Siaf la funzione, definita per tutti gli x reali, da
fO)=(@x—-1?+(x—-2)?+(x—-3)2+(x—4)?%+ (x — 5)?,
determinare il minimo di f.
Detta A(n) I’area del poligono regolare di n lati inscritto in un cerchio C di raggio r, verificare che
n_ - 2 R

A(n) = STsen—e calcolarne il limite per n — oo.
I lati di un triangolo misurano, rispettivamente, 6 cm, 6 cm e 5 cm. Preso a caso un punto P

all’interno del triangolo, qual ¢ la probabilita che P disti piu di 2 cm da tutti e tre i vertici del
triangolo?

Data la funzione:

x3 0<x<1

o=

x>’ —kx+k 1<x<?2

determinare il parametro k in modo che nell'intervallo [0, 2] sia applicabile il teorema di Lagrange e
trovare il punto di cui la tesi del teorema assicura I’esistenza.

Il grafico della funzione f(x) = Vx (x € R,x = 0) divide in due porzioni il rettangolo ABCD avente
vertici A (1,0), B (4,0), C (4, 2) e D (1, 2). Calcolare il rapporto tra le aree delle due porzioni.

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito 1’uso della calcolatrice non programmabile.

E consentito I’uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di madrelingua non italiana.
Non ¢ consentito lasciare 1’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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M557 — ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO

Indirizzo: SCIENTIFICO
Tema di: MATEMATICA

I candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Nella figura a lato é disegnato il grafico A

r

definita sull’intervallo [0, w] e ivi
continua e derivabile. T" e tangente
all’asse x nell’origine O del sistema di
riferimento e presenta un flesso e un
massimo rispettivamente per x=h e
X =

1)

2)

3)

4)

X

di g(x):jf(t)dt con f funzione

0

k.

Si determinino f(0) e f(k); si dica se il grafico della funzione f presenta punti di massimo o
di minimo e se ne tracci il possibile andamento.
Si supponga, anche nei punti successivi 3 e 4, che g(x) sia, sull’intervallo considerato,

esprimibile come funzione polinomiale di terzo grado. Si provi che, in tal caso, i numeri h e
k dividono I’intervallo [0, w] in tre parti uguali.

Si determini ’espressione di g(x) nel caso w=3 e g(l):g e si scrivano le equazioni delle

normali a I" nei punti in cui esso ¢ tagliato dalla retta y = 3

Si denoti con R la regione che I" delimita con I’asse X e sia W il solido che essa descrive nella
rotazione completa attorno all’asse Y. Si spieghi perché il volume di W si puo ottenere

calcolando:

fisia

0

Supposte fissate in decimetri le unita di misura del sistema monometrico Oxy, si dia la capacita
in litri di W.
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Indirizzo: SCIENTIFICO
Tema di: MATEMATICA

PROBLEMA 2
A lato e disegnato il grafico " della funzione

f(x)=xV4-x?

1. Si calcolino il massimo e il minimo

assoluti di f(x).

2. Si dica se lorigine O ¢ centro di
simmetria per T" e si calcoli, in gradi e
primi sessagesimali, 1’angolo che la

tangente in O a I" forma con la direzione

positiva dell’asse X.

3. Si disegni la curva d’equazione y? = X2(4— X2) e si calcoli I’area della parte di piano da essa

racchiusa.
4. Sia h(x)=sen(f(x)) con 0<x<2. Quanti sono i punti del grafico di h(x) di ordinata 1? II
grafico di h(x) presenta punti di minimo, assoluti o relativi? Per quali valori reali di k

I’equazione h(x)=k ha 4 soluzioni distinte?
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QUESTIONARIO

1. Nel triangolo disegnato a lato, qual & la misura, in
gradi e primi sessagesimali, di a? /

y "\.\.‘\.
s 30°

2. Si spieghi perché non esistono poliedri regolari le cui facce siano esagoni.
3. Nello sviluppo di (2a2 —3b3)n compare il termine —1080 a’p®. Qual é il valore di n?

4. Un solido Q ha per base la regione R delimitata dal grafico di f(x)=e]/’< e dall’asse X
sull’intervallo [-2,—1]. In ogni punto di R di ascissa X, I’altezza del solido ¢ data da

h(x)= iz Si calcoli il volume del solido.
X

5. Deinumeri 1,2,3.......6000, quanti non sono divisibili né per 2, né 3 né per 5?

6. Un’azienda commercializza il suo prodotto in lattine da 5 litri a forma di parallelepipedo a base
quadrata. Le lattine hanno dimensioni tali da richiedere la minima quantita di latta per
realizzarle. Quali sono le dimensioni, arrotondate ai mm, di una lattina?

7. 1l valor medio della funzione f(x)= x> sull’intervallo chiuso [0,k] & 9. Si determini k .

8. Del polinomio di quarto grado P(x) si sa che assume il suo massimo valore 3 per Xx=2 e
x =3 e, ancora, che P(1)=0. Si calcoli P(4).

9. Sidetermini il dominio della funzione:

f(x)=./3—log,(x+5)

10. Si determinino i valori reali di X per cui:

2_,
(% (x? —10x + 26))X A

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito ’uso della calcolatrice non programmabile.

E consentito 1’uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di madrelingua non italiana.
Non ¢ consentito lasciare 1’ Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Sia g(x) una funzione continua sull’intervallo .
chiuso [-4,6]. Il grafico di g(x), disegnato a lato,

passa per i punti A(-4;0), 0(0;0), B(2;2), C(4;2), : e c

D(6; 0) e consiste della semicirconferenza di diametro
AO, dell’arco, quarto di circonferenza, di estremi O e olo D

avente per asse di simmetria [’asse X.
1.

B, del segmento BC e dell’arco CD di una parabola U ’ : : ¢

Si dica, giustificando la risposta, se g(x) &
derivabile nei punti A, O, B, C, D.

X
2. Posto f(x):jg(t)dt,si calcolino: f(-4), f(0), f(1), f(2), f(4), f(6).
-4
3. Per quali valori di XE[—4,6], f(x) e positiva, negativa o nulla? E per quali x & positiva,
negativa o nulla la funzione derivata seconda f (x)?
4. Lafunzione f(x) presenta un massimo e un minimo assoluti? Qual & I’andamento di f(x)?
PROBLEMA 2
Sia f(x)=(2—x)V4x—x?
1. A lato & disegnato il grafico T' di f(x). Si dimostri che
(2;0) & centro di simmetria di T e si calcoli, in gradi e
primi sessagesimali, I’angolo che la tangente in esso a
I' forma con la direzione positiva dell’asse X.
2. Si dimostri che, qualunque sia t, 0<t<2, le rette
tangenti a I nei suoi punti di ascisse 2+t e 2—t sono
parallele. Esistono rette tangenti a I che siano parallele
alla retta 21x+10y +31=07 E che siano parallele alla
retta 23x+12y+35=07?
3. Si calcoli I’area della regione compresa tra ' e I'asse X.
4. Sia h(x)=sen(f(x)). Quanti sono i punti del grafico di h(x) di ordinata 1? Il grafico di h(x)

presenta punti di minimo, assoluti o relativi? Per quali valori reali di k I’equazione h(x): k ha
4

4 soluzioni distinte? Qual € il valore di jh(x)dx ?
0
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QUESTIONARIO

1. Nel triangolo disegnato a lato, qual € la misura, in 3
gradi e primi sessagesimali, di o? //

y *m.\.‘\.
s 30°

2. Si spieghi perche non esistono poliedri regolari le cui facce siano esagoni.

3. Venti palline sono poste in un’urna. Cinque sono rosse, cinque verdi, cinque gialle e cinque
bianche. Dall’urna si estraggono a caso, senza reimbussolamento, tre palline. Si valutino le
seguenti probabilita:

e esattamente una pallina € rossa
e le tre palline sono di colori differenti.

4. Un solido Q ha per base la regione R delimitata dal grafico di f(x):e]/X e dall’asse X
sull’intervallo [— 2,—1]. In ogni punto di R di ascissa X, 1’altezza del solido ¢ data da

h(x)= iz Si calcoli il volume del solido.
X

5. In un contesto di geometria non euclidea si illustri un esempio di triangolo i cui angoli non
hanno somma 180°.

6. Si calcolino l’altezza e il raggio del massimo cilindro circolare retto inscritto in una sfera di

raggio V3.

7. Se f'(x)=Ihx—x+2, per quale dei seguenti valori approssimati di x, f ha un minimo
relativo?
(A) 5,146 (B)3,146  (C)1,000 (D)0,159  (E)0

8. La “zara” é un gioco d’azzardo di origine araba che conobbe particolare fortuna in Italia in
epoca medievale — ne parla anche Dante nella Divina Commedia — e si giocava con tre dadi. Si
confronti la probabilita di ottenere in un lancio la somma 9 con quella di ottenere la somma 10.

9. Lelettere N, Z, Q, R denotano, rispettivamente, gli insiemi dei numeri naturali, interi, razionali
e reali mentre il simbolo Xo (aleph-zero) indica la cardinalita di N. Gli insiemi Z, Q e R hanno
anch’essi cardinalita Xo? Si motivi la risposta.

10. Si stabilisca per quali valori reali di a e b, si ha:

. Ja+bx-=2
lim ——=1
x—0 X

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito I’uso della calcolatrice non programmabile.

E consentito ’uso del dizionario bilingue (italiano-lingua del paese di provenienza) per i candidati di madrelingua non italiana.
Non ¢ consentito lasciare I’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi erisponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

La funzione f & definita daf(x):ﬂco{lzj+ﬂ dt per tutti i numeri realix appartenenti
0

all'intervallo chiuso[O, 9] :

1. Sicalcolinof'(n) e f'(2n) ove f 'indica la derivata dif .

2. Si tracci, in un sistema di coordinate cartesidingrafico >, di f'(x) e da esso si deduca per
guale o quali valori dix, f (x) presenta massimi 0 minimi. Si tracci altresi 'amento dif X )
deducendolo da quello di X(.)

3. Sitrovi il valor medio dif 'k )sull'intervallo [0, 277].

4. Sia R la regione del piano delimitata ¥ae dall'assex per 0< x<4; R € la base di un solido
W le cui sezioni con piani ortogonali all'assehanno, per ciascum, area A(x) = Bser(ng.

Si calcoli il volume di W.
PROBLEMA 2
Sia f la funzione definita, per tutti gl reali, da f(x) = 4+8x2

1.

Si studi f e se ne disegni il graficd in un sistema di coordinate cartesigDey. Si scrivano le
equazioni delle tangentid nei punti P (- 21) e Q(2;1) e si consideri il quadrilatero convesso
che esse individuano con le ref@ e OQ. Si provi che tale quadrilatero € un rombo e si
determinino le misure, in gradi e primi sessagekjrdai suoi angoli.

SiaTl la circonferenza di raggit e centro(O;l). Una rettat, per l'origine degli assi, taglifl
oltre che in O in un punto A e taglia la retta diagioney = 2in un punto B. Si provi che,
gualunque sid, l'ascissax di B e I'ordinatay di A sono le coordinat(ex; y) di un punto dib.

Si consideri la regione R compresa thae I'assex sullintervallo [0,2]. Si provi che R &
equivalente al cerchio delimitato dae si provi altresi che la regione compresadira tutto
'asse x é equivalente a quattro volte il cerchio.

La regione R, ruotando attorno all’asge genera il solido W. Si scriva, spiegandone ikcher
ma senza calcolarlo, I'integrale definito che feod il volume di W.



Pag. 2/3

AMinistoro MW, doll Vniversites e della Ricerca
M557 — ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO

Indirizzo: SCIENTIFICO
Tema di: MATEMATICA

QUESTIONARIO

1.

Un triangolo ha area 3 e due lati che misurano 2 Qual e la misura del terzo lato? Si
giustifichi la risposta.

Si calcoli il dominio della funzione

f(x)=\/1—\/2—x/ﬂ

Si considerino, nel piano cartesiano, i puAt{2;-1) e B(-6;-8). Si determini I'equazione
della retta passante pge avente distanza massimaAda

Di un tronco di piramide retta a base quadrataosbscono l'altezzé e i latia e b delle due
basi. Si esprima il volume V del tronco in funziodiea, b e h, illustrando il ragionamento
seguito.

In un libro si legge: Due valigie della stessa forma sembrano “quasi uduguanto a
capacita, quando differiscono di poco le dimensibneari: non sembra che in genere le
persone si rendano ben conto che ad un aumente@ dkthensioni lineari (lunghezza,
larghezza, altezza) del 10% (oppure del 20% o &ébYcorrispondono aumenti di capacita
(volume) di circa 33% (oppure 75% o 100% : radd@ppi E cosi? Si motivi esaurientemente
la risposta.

Con le cifre da 1 a 7 e possibile formafie=5040 numeri corrispondenti alle permutazioni
delle 7 cifre. Ad esempio i numeri 1234567 e 3546¢brrispondono a due di queste
permutazioni. Se i 5040 numeri ottenuti dalle peanioni si dispongono in ordine crescente
qual é il numero che occupa la settima posiziorguae quello che occupa la 721-esima
posizione?

Un foglio rettangolare, di dimensiomi e b, ha arealm® e forma tale che, tagliandolo a meta
(parallelamente al lato minore) si ottengono dutamngoli simili a quello di partenza. Quali
sono le misure da e b?

La funzione f ha il grafico in figura. Seg(x)=j f(t)dt,

0 14
per quale valore positivo di, g ha un minimo? Si illustri

il ragionamento seguito. o i 2\/34
Si calcoli: -1-

SenXcosx — senx
2

lim 4

Xx-0 X
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y
fx)
10. Se la figura a lato rappresenta il grafico {x),
guale dei seguenti potrebbe essere il grafico di /
f'(x)? Si giustifichi la risposta. ,/Z A
Fi)s ) Y

| f 4 —r— =X oo — X
4 3 A1 [91/2 3 4 /.74_3_2_1,”1232\
S ¥
A) C)
y et
FE)4 &y
L//J\ : | |
— ; e T - J ! x
43/ 01 N3 4 N3 24 P12 374
./ L \ E‘“‘—'—H—“"'-/
¥ Al
n
l
B) D)

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito I'uso della calcolatrice non prograrhitea

E consentito I'uso del dizionario bilingue (ital@fingua del paese di provenienza) per i candidiatiadrelingua non italiana.
Non & consentito lasciare I'lstituto prima che sigtascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi erisponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Una funzione f (x) & definita e derivabile, insieme alle sue deriy@iena e seconda, if0,+oo[
e nella figura sono disegnati i graficie A di f (x) e della sua derivata seconfla x".(La tangente
aTl nel suo punto di flesso, di coordinate (2;4) ,quser(o; O), mentre le rettey = & y = 0sono
asintoti orizzontali per e A, rispettivamente.

1) Si dimostri che la funzionef X(,)ovvero la derivata
prima dif (x), ha un massimo e se ne determinino
coordinate. Sapendo che per ogxidel dominio e:
f*"(x)< f'(x) < f(x), qual € un possibile andamen
di f'(x)?

2) Si supponga chef x( )costituisca, ovviamente ir -

opportune unita di misura, il modello di cresciiaud
certo tipo di popolazione. Quali informazioni suiaa
evoluzione si possono dedurre dai grafici in figaran A
particolare dal fatto chel presenta un asintotc | >~ _—~—
orizzontale e un punto di flesso?

P4\

3) Ser e il grafico della funzionef (x) = 1+a

— , Siprovichea=8 eb= 2
€

4) Nellipotesi del punto 3), si calcoli I'area deltagione di piano delimitata da e dall'assex
sull'intervallo [O, 2].

PROBLEMA 2

Sia f la funzione definita per tutti gtk positivi da f (x) = x*In x.

1. Si studi f e si tracci il suo grafice su un piano riferito ad un sistema di assi caatesi

ortogonali e monometridDxy, accertato che presenta sia un punto di flesso che un punto di
minimo se ne calcolino, con l'aiuto di una calcot#, le ascisse arrotondate alla terza cifra
decimale.

2. Sia P il punto in cuy interseca I'ass& Si trovi 'equazione della parabola, con assealpelo
all'assey, passante per l'origine e tangentgia P.

3. Sia R la regione delimitata dae dall’assex sull'intervallo aperto a sinistr%O,l]. Si calcoli

l'area di R, illustrando il ragionamento seguitdaesi esprima irmnf avendo supposto I'unita
di misura lineare pari adecimetro

4. Si disegni la curva simmetrica gl rispetto all’lassey e se ne scriva altresi I'equazione.
Similmente si faccia per la curva simmetricag dispetto alla rettay = - 1
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QUESTIONARIO

1.

10.

Un triangolo ha area 3 e due lati che misurano 2 Qual € la misura del terzo lato? Si
giustifichi la risposta.

Se la funzionef (x) — f (2x) ha derivata 5 ik =1 e derivata 7 inx = 2qual € la derivata di
f(x)- f(4x) in x=1?

Si considerino, nel piano cartesiano, i puAt{2;—1) e B(-6;-8). Si determini I'equazione
della retta passante pgle avente distanza massimaAla

Di un tronco di piramide retta a base quadrataosbscono l'altezz& e i latia e b delle due
basi. Si esprima il volume V del tronco in funziodiea, b e h, illustrando il ragionamento
sequito.

In un libro si legge:“se per la dilatazione corrispondente a un certoangento della
temperatura un corpo si allunga (in tutte le dia) di una certa percentuale (p.es. 0,38%),

esso si accresce in volume in proporzione tripiagaell’l,14%), mentre la sua superficie si
accresce in proporzione doppia (cioé di 0,76%&"cosi? Si motivi esaurientemente la risposta.

Con le cifre da 1 a 7 & possibile formafie= 50dimeri corrispondenti alle permutazioni

delle 7 cifre. Ad esempio i numeri 1234567 e 3546¢brrispondono a due di queste

permutazioni. Se i 5040 numeri ottenuti dalle peamioni si dispongono in ordine crescente
qgual e il numero che occupa la 5036-esima posizéogeale quello che occupa la 1441-esima
posizione?

In un gruppo di 10 persone il 60% ha occhi azzupal gruppo si selezionano a caso due
persone. Quale e la probabilita che nessuna diadssa occhi azzurri?

Si mostri, senza utilizzare il teorema’éiopital, che:
. esenx_ eSGI’VT

lim ——=-1

X-m  X—TT
Tre amici discutono animatamente di numeri reatiné afferma che sia i numeri razionali che
gli irrazionali sono infiniti e dunque i razionaono tanti quanti gli irrazionali. Paolo sostiene
che gli irrazionali costituiscono dei casi ecceaignovvero che la maggior parte dei numeri
reali sono razionali. Luisa afferma, invece, il tano: sia i numeri razionali che gli irrazionali
sono infiniti, ma esistono piu numeri irrazionalec razionali. Chi ha ragione? Si motivi

esaurientemente la risposta.
Si stabilisca per quali valofk R I'equazione x?*(3—x)=k ammette due soluzioni distinte

appartenenti aII’intervaIIc[O,3]. Postok = 3 si approssimi con due cifre decimali la maggiore
di tali soluzioni, applicando uno dei metodi itérastudiati.

Durata massima della prova: 6 ore.

E consentito I'uso della calcolatrice non prograrhiiea

E consentito I'uso del dizionario bilingue (ital@iingua del paese di provenienza) per i candiiatiadrelingua non italiana.
Non e consentito lasciare I'lstituto prima che siaérascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Siano f e g le funzioni definite, per tutti gli x reali, da

f(x):‘27x3‘ e g(x)zsen(gnxj

1. Qual ¢ il periodo della funzione g? Si studino f e g e se ne disegnino i rispettivi grafici Gt e
Gg in un conveniente sistema di riferimento cartesiano OXy.

2. Si scrivano le equazioni delle rette r e S tangenti, rispettivamente, a Gt e a Gy nel punto di
ascissa X = 3’ Qual ¢ I’ampiezza, in gradi e primi sessagesimali, dell’angolo acuto formato
daredas?

3. SiaR laregione delimitata da G¢ e da Gg. Si calcoli I’area di R.

4. Laregione R, ruotando attorno all’asse X, genera il solido S e, ruotando attorno all’asse Y, il
solido T. Si scrivano, spiegandone il percheé, ma senza calcolarli, gli integrali definiti che
forniscono i volumi di S e di T.

PROBLEMA 2

Nel primo quadrante del sistema di riferimento Oxy sono assegnati [’arco di circonferenza di

centro O e estremi A(3, 0) e B(0, 3) e I’arco L della parabola d’equazione x2 =9— 6y 1 cui estremi

sono il punto A e il punto (0, 3/2).

1.

Sia r la retta tangente in A a L. Si calcoli I’area di ciascuna delle due parti in cui r divide la
regione R racchiusa tra L e I’arco AB.

La regione R ¢ la base di un solido W le cui sezioni, ottenute tagliando W con piani

5-3x

perpendicolari all’asse X, hanno, per ogni 0 < x<3, area S(Xx)=e . Si determini il

volume di W.
Si calcoli il volume del solido ottenuto dalla rotazione di R intorno all’asse X.

Si provi che I’arco L ¢ il luogo geometrico descritto dai e
centri delle circonferenze tangenti internamente all’arco AB
e all’asse X. Infine, tra le circonferenze di cui L ¢ il luogo
dei centri si determini quella che risulta tangente anche
all’arco di circonferenza di centro A e raggio 3, come nella |
figura a lato.
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1. Cosa rappresenta il limite seguente e qual ¢ il suo valore?

4 4
) 2 2
lim

h—0 h

2. Si illustri il significato di asintoto e si fornisca un esempio di funzione f(x) il cui grafico

presenti un asintoto orizzontale e due asintoti verticali.
_t

3. La posizione di una particella ¢ data da s(t) =20(2e 2 +t—2). Qual ¢ la sua accelerazione al
tempo t =47

4. Quale ¢ la capacita massima, in litri, di un cono di apotema 1 metro?
Siano dati nello spazio n punti Py, P,, Ps, .... P,. Quanti sono i segmenti che li congiungono a
due a due? Quanti i triangoli che hanno per vertici questi punti (supposto che nessuna terna sia
allineata)? Quanti i tetraedri (supposto che nessuna quaterna sia complanare)?

6. Sia f(x):SsenXCosx+cos2 x—senzx—gsenzx—coszx—n;si calcoli f'(x).

7. E’ dato un tetraedro regolare di spigolo | e altezza h. Si determini I’ampiezza dell’angolo o
formato da |l eda h.

8. Qual ¢ il valor medio di f(X)=l dax=1a x=¢?
X

9. 1l problema di Erone (matematico alessandrino vissuto probabilmente nella seconda meta del I
secolo d.C.) consiste, assegnati nel piano due punti A e B, situati dalla stessa parte rispetto ad
un retta r, nel determinare il cammino minimo che congiunge A con B toccando r. Si risolva il
problema nel modo che si preferisce.

10. Quale delle seguenti funzioni € positiva per ogni X reale?
A) cos(sen(x®>+1)) B) sen(cos(x’ +1)) C) sen(In(x>+1)) D) cos(In(x> +1))

Si giustifichi la risposta.

Durata massima della prova: 6 ore.
E consentito I’uso della calcolatrice non programmabile.
Non ¢ consentito lasciare I’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.
PROBLEMA 1

Della funzione f, definita per 0 <X <6, si sa che ¢ ()

dotata di derivata prima e seconda e che il grafico
della sua derivata f'(x), disegnato a lato, presenta
due tangenti orizzontali per X = 2 ¢ X = 4. Si sa
anche che f(0)=9, f(3)=6 ¢ f(5)=3.

1. Si trovino le ascisse dei punti di flesso di
f motivando le risposte in modo esauriente.

2. Per quale valore di x la funzione f presenta
il suo minimo assoluto? Sapendo che

6
J‘ f'(t)dt = =5 per quale valore di X la funzione f presenta il suo massimo assoluto?
0

3. Sulla base delle informazioni note, quale andamento potrebbe avere il grafico di f ?

4. Sia g la funzione definita da g(x) = x f (X). Si trovino le equazioni delle rette tangenti ai

grafici di f e di g nei rispettivi punti di ascissa X = 3 e si determini la misura, in gradi e primi

sessagesimali, dell’angolo acuto che esse formano.

PROBLEMA 2

Siano f e g le funzioni definite da f(x)=e* e g(X)=Inx.

1. Fissato un riferimento cartesiano Oxy, si disegnino i grafici di f e di g e si calcoli I’area

della regione R che essi delimitano tra X = % e x=1.

2. Laregione R, ruotando attorno all’asse X, genera il solido S e, ruotando attorno all’asse Y, il
solido T. Si scrivano, spiegandone il perché, ma senza calcolarli, gli integrali definiti che
forniscono i volumi di Se di T.

3. Fissato X > 0, si considerino le rette r e S tangenti ai grafici di f e di g nei rispettivi punti di

ascissa Xo. Si dimostri che esiste un solo X per il quale r e s sono parallele. D1 tale valore X,
si calcoli un’approssimazione arrotondata ai centesimi.

4. Sia h(x) = f(x) — g(x). Per quali valori di x la funzione h(x) presenta, nell’intervallo chiuso

5 < x <1, 1l minimo e il massimo assoluti? Si illustri il ragionamento seguito.
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QUESTIONARIO

1. Sicalcoli
93X _34x
lim ————

2
x—07" X

2. Una moneta da 1 euro (il suo diametro ¢ 23,25 mm) viene lanciata su un pavimento ricoperto
con mattonelle esagonali (regolari) di lato 10 cm. Quale ¢ la probabilita che la moneta vada a
finire internamente ad una mattonella (cio€ non tagli i lati degli esagoni)?

3. Sia f(x)=3%. Per quale valore di x, approssimato a meno di 10_3, la pendenza della retta
tangente alla curva nel punto (x, f (X)) ¢ uguale a 1?

4. L’insieme dei numeri naturali e I’insieme dei numeri razionali sono insiemi equipotenti? Si
giustifichi la risposta.

5. Siano dati nello spazio n punti Py, P,, P;, .... P,. Quanti sono i segmenti che 1i congiungono a
due a due? Quanti i triangoli che hanno per vertici questi punti (supposto che nessuna terna sia
allineata)? Quanti i tetraedri (supposto che nessuna quaterna sia complanare)?

3

6. Si dimostri che la curva di equazione y = X~ +ax+b ha uno ed un solo punto di flesso rispetto

a cui € simmetrica.

7. E’ dato un tetraedro regolare di spigolo | e altezza h. Si determini I’ampiezza dell’angolo o
formato da leda h.

8. Un’azienda industriale possiede tre stabilimenti (A, B e C). Nello stabilimento A si produce la
meta dei pezzi, e di questi il 10% sono difettosi. Nello stabilimento B si produce un terzo dei
pezzi, e il 7% sono difettosi. Nello stabilimento C si producono i pezzi rimanenti, e il 5% sono
difettosi. Sapendo che un pezzo ¢ difettoso, con quale probabilita esso proviene dallo
stabilimento A?

9. 1l problema di Erone (matematico alessandrino vissuto probabilmente nella seconda meta del I
secolo d.C.) consiste, assegnati nel piano due punti A e B, situati dalla stessa parte rispetto ad
un retta r, nel determinare il cammino minimo che congiunge A con B toccando r. Si risolva il
problema nel modo che si preferisce.

10. Si provi che fra tutti 1 coni circolari retti circoscritti ad una sfera di raggio r, quello di minima
area laterale ha il vertice che dista r+/2 dalla superficie sferica.

Durata massima della prova: 6 ore.
E consentito I’uso della calcolatrice non programmabile.
Non ¢ consentito lasciare I’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.
PROBLEMA 1

Si considerino le funzioni f e g definite, per tutti gli x reali, da:
fx)= X —4x e

1. Fissato un conveniente sistema di riferimento cartesiano Oxy , si studino f e g e se ne disegnino i
rispettivi grafici Gy e Gg.

g (x) = senmx

2. Si calcolino le ascisse dei punti di intersezione di Gy con la retta y = — 3. Successivamente, si
considerino i punti di G, a tangente orizzontale la cui ascissa ¢ compresa nell’intervallo [- 6; 6] e se
ne indichino le coordinate.

3. Sia R la regione del piano delimitata da G, e G, sull’intervallo [0; 2]. Si calcoli I’area di R.

4. Laregione R rappresenta la superficie libera dell’acqua contenuta in una vasca. In ogni punto di R a
distanza x dall’asse y la misura della profondita dell’acqua nella vasca ¢ data da A(x) = 3 — x. Quale
integrale definito da il volume dell’acqua? Supposte le misure in metri, quanti litri di acqua
contiene la vasca?

PROBLEMA 2

Sia f la funzione definita sull’insieme R dei numeri reali da
X

f)=(ax+b)e > +3
dove a e b sono due reali che si chiede di determinare sapendo che / ammette un massimo nel punto
d’ascissa 4 e che f(0)=2.

1. Siproviche a=1¢e b=-1.

X
2. Si studi su R la funzione f(x) = (x — 1) e *> + 3 e se ne tracci il grafico I' nel sistema di
riferimento Oxy.
3. Si calcoli I’area della regione di piano del primo quadrante delimitata da I', dall’asse y e dalla retta
y=3.
4. 1l profitto di una azienda, in milioni di euro, ¢ stato rappresentato nella tabella sottostante
designando con x; I’anno di osservazione e con y; il corrispondente profitto.

Anno 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
Xi 0 1 2 3 4 5 6
Vi 1,97 3,02 3,49 3,71 3,80 3,76 3,65

Si cerca una funzione che spieghi il fenomeno dell’andamento del profitto giudicando accettabile
una funzione g definita su R” se per ciascun x; oggetto dell’osservazione_si ha: |g(x;) — y;| < 107", Si
verifichi, con I’aiuto di una calcolatrice, che ¢ accettabile la funzione f del punto 2 e si dica,
giustificando la risposta, se ¢ vero che, in tal caso, I’evoluzione del fenomeno non potra portare a
profitti inferiori ai 3 milioni di euro.
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QUESTIONARIO

1.  Un serbatoio ha la stessa capacita del cilindro di massimo volume inscritto in una sfera di raggio
60 cm. Quale ¢ la capacita in litri del serbatoio?

2. Sitrovi il punto della curva y = Jx piu vicino al punto di coordinate (4; 0).

3. Sia R la regione delimitata dalla curva y = x°, dall’asse x e dalla retta x =2 e sia W il solido
ottenuto dalla rotazione di R attorno all’asse y . Si calcoli il volume di .

4. Il numero delle combinazioni di n oggetti a 4 a 4 ¢ uguale al numero delle combinazioni degli
stessi oggetti a 3 a 3. Si trovi x.

5. Si trovi I’area della regione delimitata dalla curva y = cos x e dall’lassexda x=1 a x=2
radianti.

6. Si calcoli
lim 1gx —tga
x—>a X—d

7. Siprovi che I’equazione: x*'' +2011x + 12 = 0 ha una sola radice compresa fra —1 e 0.
In che cosa consiste il problema della quadratura del cerchio? Perche ¢ cosi spesso citato?

9. Si provi che, nello spazio ordinario a tre dimensioni, il luogo geometrico dei punti equidistanti dai
tre vertici di un triangolo rettangolo ¢ la retta perpendicolare al piano del triangolo passante per il
punto medio dell’ipotenusa.

10. Nella figura a lato, denotati con I, II e III, sono A
disegnati tre grafici. Uno di essi ¢ il grafico di | I
una funzione f, un altro lo ¢ della funzione \
derivata 1" e I’altro ancora di /" I |
Quale delle seguenti alternative identifica ‘
correttamente ciascuno dei tre grafici? \

! A £ f 1 % r -
A) I 11 11 ; - 1 >
B) I 1l 11 Do N 4 &

C) 11 111 I 5 ’
D) | 11 I !
E) | I 1 : _

Si motivi la risposta.

Durata massima della prova: 6 ore.
E consentito 1’uso della calcolatrice non programmabile.
Non ¢ consentito lasciare 1’Istituto prima che siamo trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.
PROBLEMA 1

Sia f'la funzione definita sull’insieme R dei numeri reali da f(x)= x + In4 +

esia [ la sua

X

e +1

rappresentazione grafica nel sistema di riferimento Oxy.

1.

Si determini il limite di f(x) per x che tende a +o0 e a —o0. Si calcoli f(x) + f(—x) e si spieghi
perche dal risultato si puo dedurre che il punto 4(0; 1 + [n4) ¢ centro di simmetria di I'.

. Si provi che, per tutti i reali m, I’equazione f(x) = m ammette una e una sola soluzione in R.
Sia la soluzione dell’equazione f(x) = 3; per quale valore di m il numero —a ¢ soluzione
dell’equazione f(x ) = m?

2e”

. Si provi che, per tutti gli x reali, &: f(x) =x + 2+ [n4 — . Si provi altresi che la retta » di

e’ +1
equazione y = x + [n4 e laretta s di equazione y =x + 2 + [n4 sono asintotidi ' e che I' ¢
interamente compresa nella striscia piana delimitata da e da s.

p
. Posto 1(,8)=I [f(x)—x—ln4]dx, si calcoli: ﬁlim I( ). Qual ¢ il significato geometrico del
0 —>+00

risultato ottenuto?

PROBLEMA 2

Per il progetto di una piscina, un architetto si ispira alle funzioni f'e g definite, per tutti gli x reali,
da:

fx)=x—16x e g(x)=sen%x

. Si studino le funzioni f'e g e se ne disegnino i rispettivi grafici in un conveniente sistema di
riferimento cartesiano Oxy. Si considerino i punti del grafico di g a tangente orizzontale la cui
ascissa ¢ compresa nell’intervallo [-10; 10] e se ne indichino le coordinate.

L’architetto rappresenta la superficie libera dell’acqua nella piscina con la regione R delimitata
dai grafici di f'e di g sull’intervallo [0; 4]. Si calcoli I’area di R.

. Ai bordi della piscina, nei punti di intersezione del contorno di R con le rette y=—15ey=-35,
I’architetto progetta di collocare dei fari per illuminare la superficie dell’acqua. Si calcolino le
ascisse di tali punti (¢ sufficiente un’approssimazione a meno di 10™).

4. In ogni punto di R a distanza x dall’asse y, la misura della profondita dell’acqua nella piscina ¢

data da i(x) = 5 — x. Quale sara il volume d’acqua nella piscina? Quanti litri d’acqua saranno
necessari per riempire la piscina se tutte le misure sono espresse in metri?
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QUESTIONARIO

1. Silvia, che ha frequentato un indirizzo sperimentale di liceo scientifico, sta dicendo ad una sua
amica che la geometria euclidea non ¢ piu vera perche per descrivere la realta del mondo che ci
circonda occorrono modelli di geometria non euclidea. Silvia ha ragione? Si motivi la risposta.

2. Sitrovi il punto della curva y = Jx piu vicino al punto di coordinate (4; 0).

Sia R la regione delimitata, per x € [0, 7], dalla curva y = senx e dall’asse x e sia W il solido
ottenuto dalla rotazione di R attorno all’asse y. Si calcoli il volume di W.

4. 1l numero delle combinazioni di » oggetti a 4 a 4 ¢ uguale al numero delle combinazioni degli
stessi oggetti a 3 a 3. Si trovi n.

5. Inuna delle sue opere G. Galilei fa porre da Salviati, uno dei personaggi, la seguente questione
riguardante 1’insieme N dei numeri naturali ( “i numeri tutti”). Dice Salviati: «....se io dir9, i
numeri tutti, comprendendo i1 quadrati e 1 non quadrati, esser piu che i quadrati soli, dird
proposizione verissima: non ¢ cosi?». Come si puod rispondere all’interrogativo posto e con
quali argomentazioni?

6. Di tutti 1 coni inscritti in una sfera di raggio 10 cm, qual ¢ quello di superficie laterale
massima?

7. Un test d’esame consta di dieci domande, per ciascuna delle quali si deve scegliere 1’unica
risposta corretta fra quattro alternative. Quale ¢ la probabilita che, rispondendo a caso alle dieci
domande, almeno due risposte risultino corrette?

8. In che cosa consiste il problema della quadratura del cerchio? Perche ¢ citato cosi spesso?

Si provi che, nello spazio ordinario a tre dimensioni, il luogo geometrico dei punti equidistanti
dai tre vertici di un triangolo rettangolo ¢ la retta perpendicolare al piano del triangolo passante
per il punto medio dell’ipotenusa.

10. Nella figura a lato, denotati con I, II e III, sono

disegnati tre grafici. Uno di essi ¢ il grafico di | A I
una funzione f, un altro lo ¢ della funzione | I .
derivata 1’ e I’altro ancora di /" i |
Quale delle seguenti alternative identifica ‘ I |
correttamente ciascuno dei tre grafici? | I
/ I /" O o
A) I il 11 A I
B) I 1 il 7 1 2 >
0 il il I i A % 4§
D) 11 11 I - \ y Sl
E) 111 | 11 » /
Si motivi la risposta. 17

Durata massima della prova: 6 ore.
E consentito 1’uso della calcolatrice non programmabile.
Non ¢ consentito lasciare 1’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.
PROBLEMA 1

Sia ABCD un quadrato di lato 1, P un punto di AB e y la circonferenza di centro P e raggio
AP. Si prenda sul lato BC un punto Q in modo che sia il centro di una circonferenza A
passante per C e tangente esternamente a v.
1. Se AP = x, si provi che il raggio di A in funzione di X ¢ dato da f(x) = 1_—)(
+ X
2. Riferito il piano ad un sistema di coordinate Oxy, si tracci, indipendentemente dalle
limitazioni poste ad X dal problema geometrico, il grafico di f(x). La funzione f(X) ¢
invertibile? Se si, quale ¢ il grafico della sua inversa?

3. Sia g(x) = H_—X , X € R; quale ¢ ’equazione della retta tangente al grafico di g(x) nel
+ X

punto R (0, 1)? E nel punto S (1, 0)? Cosa si puo dire della tangente al grafico di g(x)
nel punto S?

4. Si calcoli I’area del triangolo mistilineo ROS, ove I’arco RS appartiene al grafico di f(x)
o, indifferentemente, di g(x).

PROBLEMA 2

Nel piano, riferito a coordinate cartesiane OXy, si consideri la funzione f definita da f(x) = b*
(b>0,b#1).
1. Sia Gy il grafico di f(X) relativo ad un assegnato valore di b. Si illustri come varia Gy al
variare di b.
2. Sia P un punto di Gp . La tangente a Gp in P e la parallela per P all’asse y intersecano
I’asse X rispettivamente in A e in B. Si dimostri che, qualsiasi sia P, il segmento AB ha
lunghezza costante. Per quali valori di b la lunghezza di AB ¢ uguale a 1?

3. Sia r la retta passante per O tangente a Ge (¢ = numero di Nepero). Quale ¢ la misura in
radianti dell’angolo che la retta r forma con il semiasse positivo delle ascisse?

4. Si calcoli I’area della regione del primo quadrante delimitata dall’asse y, da Ge e dalla retta
d’equazione y = e.
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1.

10.

Sia p(x) un polinomio di grado n. Si dimostri che la sua derivata n-esima ¢ p™(x) = n! a,
dove a, ¢ il coefficiente di x".

Siano ABC un triangolo rettangolo in A, r la retta perpendicolare in B al piano del
triangolo ¢ P un punto di r distinto da B. Si dimostri che i tre triangoli PAB, PBC, PCA
sono triangoli rettangoli.

Sia vy il grafico di f(x) = e®+1. Per quale valore di x la retta tangente a y in (x, f(x)) ha
pendenza uguale a 27

Sicalcoli: lim 4x sinl
X—>0 X

Un serbatoio ha la stessa capacita del massimo cono circolare retto di apotema 80 cm.
Quale ¢ la capacita in litri del serbatoio?

Si determini il dominio della funzione f(X) = +/cos X .

Per quale o quali valori di Kk la funzione
3x2-11x —4, x<4
h(x)=
kx?—2x—1, x>4

¢ continua in X = 4?

n n n . ) . . .. .
Sen>3e ( J , ( 2) , ( 3) sono in progressione aritmetica, qual ¢ il valore di n?
n— n— n—

AN
Si provi che non esiste un triangolo ABC con AB =3, AC =2 ¢ ABC =45°. Si provi

AN
altresi che se AB =3, AC=2¢ ABC =30°, allora esistono due triangoli che soddisfano
queste condizioni.

Si consideri la regione delimitata da y = Jx , dall’asse X e dalla retta X = 4 ¢ si calcoli il
volume del solido che essa genera ruotando di un giro completo intorno all’asse Y.

Durata massima della prova: 6 ore.
E consentito I’uso della calcolatrice non programmabile.
Non ¢ consentito lasciare I’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.
PROBLEMA 1
Nella figura che segue ¢ riportato il grafico di g(x) per -2 <X <5 essendo g la derivata di una

funzione f. Il grafico consiste di tre semicirconferenze con centri in (0, 0), (3, 0), (%, 0)e

-

raggi rispettivi 2,1, % .

a) Si scriva un’espressione analitica di g(x). Vi sono punti in cui g(X) non ¢ derivabile? Se
si, quali sono? E perche?

b) Per quali valori di X, -2 < X < 5, la funzione f presenta un massimo o un minimo
relativo? Si illustri il ragionamento seguito.

X

¢) Se f(x)= j g(t) dt, si determini f(4) e f(1).

-2

d) Si determinino i punti in cui la funzione f ha derivata seconda nulla. Cosa si puo dire
sul segno di f(x)? Qual ¢ I’andamento qualitativo di f(x)?

PROBLEMA 2

Nel piano riferito ad un sistema OXy di coordinate cartesiane siano assegnate le parabole
d’equazioni: Y’ =2x ¢ X’ =Yy .

a) Si disegnino le due parabole e se ne determinino le coordinate dei fuochi e le equazioni
delle rispettive rette direttrici. Si denoti con A il punto d’intersezione delle due parabole
diverso dall’origine O.

b) L’ascissa di A ¢ 2 ; si dica a quale problema classico dell’antichita ¢ legato tale
numero e, mediante I’applicazione di un metodo iterativo di calcolo, se ne trovi il valore
approssimato a meno di 102,

c¢) Sia D la parte di piano delimitata dagli archi delle due parabole di estremi O e A. Si
determini la retta r, parallela all’asse X, che stacca su D il segmento di lunghezza
massima.

d) Si consideri il solido W ottenuto dalla rotazione di D intorno all’asse X. Se si taglia W
con piani ortogonali all’asse X, quale forma hanno le sezioni ottenute? Si calcoli il
volume di W.
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QUESTIONARIO

1. Sia p(x) un polinomio di grado n. Si dimostri che la sua derivata n-esima & p™(x) = n! a,
dove a, ¢ il coefficiente di x".

2. Siano ABC un triangolo rettangolo in A, r la retta perpendicolare in B al piano del
triangolo e P un punto di r distinto da B. Si dimostri che i tre triangoli PAB, PBC, PCA
sono triangoli rettangoli.

3. Siar laretta d’equazione y = ax tangente al grafico di y = €*. Quale ¢ la misura in gradi
e primi sessagesimali dell’angolo che la retta r forma con il semiasse positivo delle
ascisse?

4. Si calcoli con la precisione di due cifre decimali lo zero della funzione

f(x)= AUx +x3 -1. Come si pud essere certi che esiste un unico zero?

5. Sia G il grafico di una funzione x — f(x) con X € R. Si illustri in che modo & possibile
stabilire se G ¢ simmetrico rispetto alla retta x = k.

6. Si trovi I’equazione cartesiana del luogo geometrico descritto dal punto P di
coordinate (3cost, 2sent) al variare dit, 0 <t <2rx.

7. Per laricorrenza della festa della mamma, la sig.ra Luisa organizza una cena a casa sua,
con le sue amiche che hanno almeno una figlia femmina. La sig.ra Anna ¢ una delle
invitate e percio ha almeno una figlia femmina. Durante la cena, la sig.ra Anna dichiara
di avere esattamente due figli. Si chiede: qual ¢ la probabilita che anche 1’altro figlio
della sig.ra Anna sia femmina? Si argomenti la risposta.

n n n . . . . \ . .
8. Sen>3e ( J , ( 2), ( j sono in progressione aritmetica, qual ¢ il valore di n?
n— n— n—

N
9. Si provi che non esiste un triangolo ABC con AB =3, AC=2¢ ABC =45°. Si provi

A
altresi che se AB=3, AC=2e¢ ABC =30°, allora esistono due triangoli che soddisfano
queste condizioni.

10. Si consideri la regione R delimitatada y = Jx, dall’asse X e dalla retta x = 4.
4
L’integrale J. 27X (\/; ) dx fornisce il volume del solido:
0

a) generato da R nella rotazione intorno all’asse X;

b) generato da R nella rotazione intorno all’asse Y;

c) di base R le cui sezioni con piani perpendicolari all’asse X sono semicerchi di
raggio VX

d) nessuno di questi.

Si motivi esaurientemente la risposta.

Durata massima della prova: 6 ore.
E consentito I’uso della calcolatrice non programmabile.
Non ¢ consentito lasciare I’Istituto prima che siano trascorse 3 ore dalla dettatura del tema.



